Oral de ’ENSAT 2013
EN2D2 Thierry Sageaux

Exercice 1.
Considérons la fonction f définie par f(x) = (v — 1)ﬁ.
1) Donner I’'ensemble de définition de f.
2) Déterminer les limites de f a droite de 1 et en +occ.

1 1
M au voisinage de 0.

U
b) En déduire un développement limité d’ordre 1 de e 1 A voisinage de 0.

3) a) Donner un développement limité d’ordre 1 de

c) Conclure le développement limité de f au voisinage de 2 : f(z) = e — g(z —2)+ oz — 2).
4) Montrer que f est prolongeable par continuité en 2 et que f ainsi prolongée est dérivable en 2. On
donnera les valeurs de f(2) et de f'(2).

5) Etudier les variations de f.
6) Tracer allure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.

Exercice 2.
On pose E = Ry[X]. Soit f lapplication qui & tout polynome P de E associe le polynome @ défini
par :

QX)=(2X +1)P(X) - (X2 -1)P'(X).

1) Vérifier que f est un endomorphisme de E.
2) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique B = (1, X, X?) de E.
3) Considérons les polynomes Q1(X) = (X — 1), Q2(X) = (X + 1)%, Q3(X) = X? — 1.
a) Vérifier que (Q1, @2, Q3) constitue une base B’ de E.
b) Montrer @1, Q2 et Q3 sont des vecteurs propres de f.
c) f est-elle diagonalisable? f est-elle un automorphisme de E ?
4) Déduire des questions précédentes l’écriture matricielle de A™ pour tout n € N\{0}.
5) Pour tout n € N\{0}, on note f™ = fo fo---of (n fois). Déterminer f” pour tout n € N\{0},

puis fL.

Exercice 3.
Soit f la fonction définie par f(x) = exp <lnlaj>
1) a) Déterminer le domaine de définition Dy.
b) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
c) Montrer que f est dérivable sur D; et calculer f'(x) pour tout x € Dy.
d) Déterminer les variations de f.
2) Montrer que f réalise une bijection de Dy sur Dy et déterminer f% = fo f. En déduire f~1.
3) Soit  un réel donné dans Dy et soit (u,) la suite définie par ug = z et pour tout n € N,
Upt1 = f(un).
a) Justifier existence de u,, pour tout n € N.
b) Pour tout n € N, calculer ua, et ugp41-
¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (u,,) converge.

Exercice 4.

Soit m un entier au moins égal & 6. On lance n dés parfaits. Soit X la variable aléatoire égale au
nombre de résultats différents obtenus : ainsi (X = 1) est réalisé par exemple si tous les dés donnent 3;
(X = 2) est réalisé par exemple si tous les dés donnent 2 ou 5, ces deux valeurs étant obtenues chacune
au moins une fois; et ainsi de suite.
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1) Pour tout i € {1,...6} on désigne par X; la variable aléatoire indicatrice de I’événement A4; : "au
moins un dé donne le numéro ¢". Déterminer la loi de X;, préciser son espérance et sa variance.

2) Calculer la probabilité de I’événement (X; = 0) N (X3 = 0). En déduire la covariance du couple
(X1, Xo).

3) Exprimer X a laide des X;. En déduire ’espérance et la variance de X.

Exercice 5.

Le nombre de personnes qui entrent dans un grand magasin un jour donné est une variable aléatoire
X qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Chaque personne qui entre dans le magasin a une
probabilité p €]0,1[ de se faire voler son portefeuille. On suppose que les vols de portefeuille sont des
événements indépendants. On désigne par Y la variable aléatoire égale au nombre de personnes qui se
font voler leur portefeuille dans le grand magasin un jour donné.

1) Soit n € N\{0}. Déterminer la loi de Y conditionnée par (X = n), préciser son espérance et sa

variance.

2) Déterminer la loi marginale de Y, préciser son espérance et sa variance.

3) On note Z = X —Y. Montrer que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.

4) Soient n et k deux entiers naturels tels que k < n. Déterminer la probabilité pour que ce jour-1a il

y ait eu n clients sachant que k portefeuilles ont été volés.

Exercice 6.

Soient m et n deux entiers naturels au moins égaux a 2.

Un stand de kermesse est constitué d’une enceinte comportant n portes numérotées de 1 & n. Une
partie se déroule de la maniére suivante : on dispose m souris dans ’enceinte, et celles-ci sortent toutes
par une porte qu’elles choisissent au hasard, de maniére équiprobable et indépendamment les unes des
autres. Une souris qui sort par la porte numéro ¢ rapporte ¢ points. Pour tout ¢ € {1,...,n}, soit X; la
variable aléatoire égale au nombre de souris qui choisissent la porte numéro ¢, et soit 7" le total des points
obtenus lors d’une partie.

1) Donner la loi suivie par X;, préciser son espérance et sa variance.

2) On pose Y = X;+ X5. Que représente Y ? Donner la loi usuelle suivie par Y, préciser son espérance

et sa variance.

3) Calculer la covariance du couple (X7, X5), puis le coefficient de corrélation (X5, X2) du couple

(X1, Xo).

4) Exprimer T en fonction de X7, Xs,..., X,,.

j—1
5) On admet que i JZ ij = nin + 1)(n2; DBn +2)

j=1i=1
6) Pour tout k € {1,...,m}, on désigne par Nj la variable aléatoire représentant le numéro de la
porte choisie par la k-iéme souris qui sort de I’enceinte. Déterminer la loi usuelle suivie par N, préciser
son espérance et sa variance.
7) Exprimer T a l’aide des N. Retrouver la valeur de ’espérance et de la variance de 7.

. Calculer I’espérance et la variance de T'.

Exercice 7.

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique (e1, e, e3) est A =

=N )
N O
\
—_

1) Montrer que f? = Og.

2) f est-il un automorphisme de R3?

3) Montrer que B’ = (f?(e3), f(e3),e3) est une base de R3.

4) Donner la matrice A’ de f dans la base 5.

5) A est-elle diagonalisable ?

6) Montrer que si une matrice B’ commute avec A’ alors il existe trois réels z, y et z tels que
B' = zl3 +yA' + zA”,

7) Donner I'expression de B’? en fonction de I3, A’ et A’
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8) Combien existe-t-il de matrices B telles que B? = I3 + A?
9) Combien existe-t-il de matrices B telles que B2 = A?

Exercice 8.
-1 -1 2
Soit A = 1 2 —1]. On note ¢ 'endomorphisme de £ = R3 de matrice A dans la base
-2 -1 3
canonique de F.
1) Montrer que A admet les valeurs propres 1 et 2 et n’en admet pas d’autre.
2) Déterminer les sous-espaces propres de .
3) La matrice A est-elle diagonalisable ?
4) Soit v € Ker(¢ —Idg). Trouver w € E tel que ¢p(w) = v + w.
5) Soit u € Ker(p —2Idg). Montrer que (u,v,w) est une base de E.
6) Déterminer la matrice A’ de ¢ dans la base (u,v,w).
7) Montrer qu’il existe une matrice diagonalisable B et une matrice N telles que N?> = O3, BN = NB
et N+ B = A.
En déduire un procédé de calcul de A™ pour tout n € N.

Exercice 9.

Soit n un entier au moins égal a 2, et soit P un polyndéme de degré n a coefficients réels. On note Q
le polynome défini par Q = P+ P’ + P" + .- + P(™),

1) Calculer Q — @Q'.

2) En dérivant la fonction h définie par h(x) = Q(z)e~*. En déduire qu’il existe une constante réelle

T
C telle que pour tout réel x on a: Q(x) = —em/ P(t)e dt + Ce®.
0

3) Soit g la fonction définie par g(z) = Q(z)e™* : quelle est la limite de g(z) quand x tend vers +o00 ?
4) En déduire la valeur de C' sous la forme d’une intégrale généralisée.
5) On suppose que pour tout € R on a P(z) > 0. Montrer que pour tout € R on a @Q(x) > 0.

Exercice 10.
On dispose d’une urne contenant une boule rouge et une boule blanche, et d’un stock illimité de boules
rouges et blanches.
On effectue une suite de tirages avec remise dans l'urne de la boule tirée. Soit X la variable aléatoire
égale au rang du premier tirage auquel on a tiré une boule blanche.
1) On suppose dans cette question que ’on ne rajoute aucune boule aprés chaque tirage, autrement
dit que 'urne contient toujours une boule rouge et une boule blanche. L’espace d’épreuves (2 est
ainsi muni d’une probabilité P;. Déterminer la loi de X pour P;, autrement dit donner la valeur de
Py (X = k) pour tout k € N\{0}. Préciser I’espérance et la variance de X.
2) On suppose dans cette question qu’aprés chaque tirage d’une boule, on rajoute une boule blanche
dans 'urne. L’espace d’épreuves () est ainsi muni d’une probabilité Ps.
a) Pour tout i € N\{0}, on note A; I’événement "on obtient une boule rouge au i-iéme tirage".
Pour k € N\{0}, exprimer I’événement (X > k) a l’aide des A;. En déduire la valeur de Po(X > k).

k
b) Montrer que pour tout k € N\{0}, on a Po(X =k) = (=i
c) Vérifier que 'on définit bien ainsi pour X une loi de variable aléatoire. On pourra écrire k =
(k+1)—1.

d) Préciser si 'espérance et la variance de X existent et dans ce cas, calculer leur valeur.
3) On suppose dans cette question qu’aprés chaque tirage d’une boule, on rajoute une boule rouge
dans 'urne. L’espace d’épreuves 2 est ainsi muni d’une probabilité Ps.

a) Déterminer la loi de X pour P3, autrement dit calculer Ps(X = k) pour tout k € N\{0}.

b) Vérifier que I’on définit bien ainsi pour X une loi de variable aléatoire.

c) Préciser si espérance et la variance de X existent, et dans ce cas, calculer leur valeur.
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Correction Oral de PENSAI 2013

Exercice 1.
1) Dy =]1,2[U]2, +o0.
2) On écrit f(z) = exp(si;In(z — 1)). On a alors lim 15 = —1 et limIn(z — 1) = —oo. Par

z—1 T2 z—1

x>1 x>1
produit, lim %2 In(xz — 1) = 400 et pour finir, on compose avec lim exp(x) = 400 pour obtenir
a;;)ll z r——+00

tim 1) = [750].

x>1

In(z—1) 1 1-1 1 In(1-1
Pour la limite en +o00, on factorise : n@—1) — (x( 2’”)) = nx2 + n( g) On a
z—2 v(1-3) r(1-3) =(1-3)
. . . Inz .
xgrfoo (1 - l) = mkrfoo (1 - %) =1et EEIEOO - = 0. Donc xkr}rloo f(a:)2: @ .
3) a) Pour avoir 'ordre 1, il faut écrire 'ordre 2 de In(1 4+ u) = u — % + o(u?). Ce qui donne pour
In(uw+1
DL,(0) : % =1-3+o(u).
b) On trouve alors e =& > ~1 = ¢ 7" +o(w) = ] — 5 +o(u).

c) Onposeu:x—2etonaf(x):exp(ln(ﬂ):exexp<ln(%+1—1):ex(l—%—i—o(u)):
e—g(ac—Q)—i—o(x—Q).

2
In(z—1)—In(2 -1
4) On calcule lim f(z) = lim n(z — 1) = In( ) qui est le taux d’accroissement de g : x —
z—2 T—2 x—2
In(x — 1
In(z — 1) en 2. Donc lim M = ¢'(2) = —— =1 et par composition, lim f(z) = e. Ainsi, f est
r—2 x—2 2—1 r—2

prolongeable par continuité en 2.

In(z—1)
g ew ()
Pour la dérivabilité, il nous faut calculer la limite du taux de f : lim M = lim 2 .
T—2 xr—2 z—2 xr—2
In(z—1)
exp( z—2 ) —¢ —e —€
= 74—0(1). Donc f est dérivable en 2 et f/(2) = -5

Gréce au DL précédent, on a 5
T —
5) On commence par calculer la dérivée de f par la formule de la composition : (uov) = v' X u' ow.

L x(z—2)—In(z—1 1 z—2)— (z—1)1n(z — L
f,(l') =2 - ( (LU _)2)2 ( ) X 6(mln(a¢—1)) = ( (i)_ 1() » (;1(;)1 é)2 1) X e(mln(x_l))_

Le signe de f'(z) est celui du numérateur : h(z) = (z — 1)[1 —In(z —1)] -1 = X[1 —InX] -1
avec X > 0. On dérive & nouveau et on trouve —In X qui est positif sur ]0, 1] et négatif sur [1, 4+o0.
Or h(2) =0, donc h(z) < 0 pour tout = € Dy et f est décroissante sur |1, +o0l.

6)
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Exercice 2.
1) Le résultat est clairement un polyndme car les opérations mises en oeuvre sont stables sur les
polynémes (y compris la dérivée).
Il reste a vérifier que le degré est le bon. On écrit P(X) = aX? + bX + ¢. Donc Q(X) = (2X +
1)(aX?+bX +c¢)— (X2 =1)(2aX +b) = (a +b) X2+ (2a + b+ 2¢)X + (b + ¢) qui est bien du bon
degré pour appartenir a E.

1 10
2) En utilisant le calcul précédent, on trouve A= |2 1 2
01 1

3) a) On résout aQ; + BQ2+vQ3 = 0. En développant, cela donne (a+B8+v) X2+ (—2a+26)X +
(a4 8 — ) =0 pour tout X. La résolution du systéme donne bien o = 8 = v = 0.
b) On calcule les images via la matrice ou le calcul de la question 1 et on trouve f(Q1) = —Q1,
[(Q2) =3Q2 et f(Q3) = Q3.
c) Oui, f est diagonalisable car elle n’a que des valeurs propres simples. De plus, ces valeurs
propres sont non nulles, donc elle est bijective et il s’agit d’'un automorphisme.

1 1 -1 L1 11
4) On écrit une matrice de passage: P= | —2 2 0 |.On calcule P~! = 1 1 1 1
11 1 -2 0 2
-1 0 0
Ainsi, D=P'AP=( 0 3 0] et
0 0 1
L GO 32 (=) (—=1)" +3" -2
A =PD"P7l =" | =2(=1)"+2x 3" 2(-1)"4+2x3" —2(—-1)"+2x 3"
S N A S I N G | U V!
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5) On a Mat(f™) = A", donc, si P(X) = aX? + bX + c, alors
FAPYX) = FI-1)" 437 4 2) e+ (~(=1)" +37) b+ (~1)" 43" — 2)a] +
TR0 42X 37 ek (2(-1)" 42X 87 b+ (<2-1)" +2x 37 a X +
D" 437 = 2) et (<17 437 b+ (-1)" 3" +2) 0] X2

Exercice 3.
1) a) Il faut = > 0 et Inz # 0. Donc Dy =]0, 1[U]1, 4+o0].

1
b) En 0 & droite : On a lim Inz = —oo et lim — = 0, donc par composition avec exp, on trouve
E= 139 Inz
li = .
lim f(z)
x>0
1
En 1 : A gauche tout d’abord, on a lim Inz = 0 par valeurs négatives et donc lim — = —o0

et par composition 1a encore, lim f(x) = .
p P ’ﬁ?}f() 0]

A droite, on procéde de la méme facon et on trouve 31:1_>ml = .

z>1

En 400 : On a zgrfoo ﬁ = 0 et par composition, wgriloof(x) = .
c) La fonction In est dérivable sur son ensemble de définition Dy, & valeurs dans R\{0}. Donc par
quotient, x +—— ﬁ est dérivable sur Dy ; et par composition avec exp qui est dérivable partout,
on a bien que f est dérivable sur Dy.

Pour le calcul de la dérivée, on utilise ()" = u'e" :

-1 1
/ — -
()= R X exp (lnx)'
d) Le signe de f’(z) est celui de =, donc négatif sur Dy. Ainsi, f est décroissante sur 0, 1[ et sur
11, 400l
2) On calcule

1 1 1 1
exp|l— |=y & —=hy & he=— & zx=exp|— ).
Inx Inz Iny Iny

Donc f~! = f.

3) a) D’apreés ce qui précéde, comme f : Dy — Dy, on assure bien I'existence de u,+1 = f(un) € Dy
pour tout n par récurrence immédiate.
b) Comme f~! = f on a f2 = Id. Ainsi, uz, = f*"(ug) = (f?)"(ug) = up et pour les mémes
raisons, ugn+1 = f(ug) = uq.
c) Il faut que wy = u1, autrement dit, que g soit un point fixe de f :

1 1
exp(l)zoc & l—:lna s 1=Ih’a.
nao nao

Ce qui donne uy = e ou ug = e~ L.

Exercice 4.

1) Onap(4;) =1-p(4;) =1- (2) . D’ou son espérance F(X;) = 1x (1 — (2) ) +0x (2) =

1— <2> . Et comme E(X?) = E(X;), on a
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o= <o (0" (- (3 - () -2

2)p((X1=0)N(X2=0)) = (i) . Pour la covariance : Cov(X1, X3) = E(X1X2)—E(X;1)E(X3). Or
p((X1=1)N(Xz=1)) =1-p((X1 = 0) U (X2 =0)) = 1-p(X; = 0)=p(X2 = 0)+p (X1 = 0) N (X2 = 0)) =

covtxn = (2) - (2)

6
3) Ona X =) X;. Donc

=1

E(X) = §E<Xi) =6 <1 B <2)")

(2

et
6

V(X)=> V(X)) +2 > Cov(X;, X;)

i=1 1<i<j<6

(6 ©) 6O )

I
(@)
7N
S| Ot
~_
3
|
w
o
7N
| Ot
~__
[V
3
+
w
(e
7 N
[SCIN N
~_
3

Exercice 5.
1) On se place dans ’hypothése que (X = n), chacune des n personnes a une probabilité p de se
faire voler. La loi de Y, conditionnée & (X = n) est donc la répétition de n épreuve de Bernoulli
indépendantes ayant méme probabilité de "succeés" (& savoir le vol), égale a p. Il s’agit donc d’une loi
binomiale de paramétres n et p. Son espérance est donc np et sa variance npq.
2) Par définition (probabilités totales), on a

+o0 oo
PV =) =3 p((X =)0 (¥ =K) = 3 prs (¥ = Kp(X = j)
=0 j=k

_ - <j>pk(1 _ p)j_ke"\)\fj _ pj)\ke—,\ io [(1 . p)A*
= k iR = (j—k)!
e(1=p)X
— (pA)kefp)\
k!
La variable aléatoire Y suit donc une loi exponentielle de paramétre Ap, d’espérance et de variance

DA
3) On calcule

P(Z =N =k) =p(X =+ k)0 = k) =px=j+rn(Y = k)p(X =j+k)
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Puis avec les probabilités totales,

+oo 400 & B j
p(ZJ)];)p((XjJrk)ﬂ(Yk));)(Ap) et o
AL -p)er X (w)* (A1 —p)e? ,,
J! k=0 2 7!

Et en multipliant par p(Y = k), on retrouve bien p((Z = j) N (Y = k)), donc les variables Y et Z
sont indépendantes.
4) On cherche donc

A
v (X =y =k) @O
Py=k)(X =n) = (Y = k) = Tk

/\n(l _ p)nfke)\(pfl)
(n—k)!

Exercice 6.
1) Loi binomiale de paramétres m et p = 1. Donc E(X;) = 2 et V(X;) = mpq = m(zz_l)
2) Le nombre de souris sortant par les deux portes 1 et 2. Il s’agit encore d’une loi binomiale de

parameétres m et p = 2. D'ott E(Y) = 22 et V(Y) = W
1/2 -2 -1
3) Onadone V(X1+Xz) = V(X1)+V(X2)+2 Cov(X, Xy). Ainsi, Cov(Xy, Xa) = 5 ( m(;’2 ) _pmln—1)
—m
n? |
Cov(Xy, X —l -1
D’autre part, r(X;, Xs2) = ov( X1, Xp) =5 ik o =
VXOV(Xs) | 20D | 2(n—2)
4)T=>1iX;.
i=1
n n 1
5) L’espérance est linéaire, donc E(T) = Y E(iX;) = (Z z) X % = %
i=1 i=1
Pour la variance, V(T) = Y, V(iX;) + Y Cov(iX;,jX;) = Y i?V(X;) + > ij Cov(X;, X;) =
i=1 =y i=1 i#j
mn—1) nn+1)2n+1) —-m nn+1)(n—1)3n+2) m(n? —1)
_ 2= 2(2n+1)—(3n+2)| =
n?_ 6 o 24 8 17 22+ =(nt2)
m(n? —1)
12
n j—1
On utilise le fait que > ij =2 > > ij.
i#j j=1i=1
n+1 n?—1
6) Loi uniforme sur [1,n]. d’ou l'espérance E(Ny) = 5 et la variance V(Ny) = 7
m m 1
7) OnaT =3 Ny Donc E(T) = 3 E(Ny) = m(”; )
k=1 k=1
Quant & la variance, on trouve
m m(n? —1) m
V(T): Z V(Nk)—FZCOV(N“Nj): + 2 x (Q)COV(Nl,NQ)
k=1 i#] 12 —

0
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car les variables N7 et Ny sont indépendantes.

Exercice 7.
1) On calcule A3 = 0.
2) Non car il ne peut étre bijectif.
3) On a f(e3) = (0,2,0). Donc f?(e3) = (2,0,4). Pour voir qu’il s’agit d’une base, il suffit de calculer
le déterminant :

2 0 0
0 2 0|=4+#0
4 0 1
4)
01 0
A=[0 0 1
0 0 0
5) Non elle ne lest pas car Spec(A) = {0}. Donc si elle Iétait, elle serait nulle, ce qui n’est pas le cas.
a b c
6) On y va finement en posant B"= [d e f]. On obtient alors
g h 1
0 a b d e f
B'A=1[0 d e AB' =g h i
0 g h 0 0 0

Par identification, on trouve d = g = h =0, a = e =i et b = f. Donc B’ =

o O 8
o8 w
IS SR

xlz +yA + zA”
7) On utilise le fait que A’ est nilpotente d’ordre 3 et la commutativité dans ce cas particulier.

B”? = (I3 + yA' + 2A")? = 2213 + y? A”? + 20y A’ + 202 A% = 2213 + 22y A’ + (y? + 222) A

8) En composant avec le changement de base P, on obtient PB2P~! = I3 + PAP™! = I3 + A'.
En appelant (par anticipation un peu il est vrai B = PBP~1), on a B’ qui commute avec A’ car
B -B' = A'B’' = B'A’. Donc B’ est bien de la forme ci-dessus et B2 = 22 I3+ 2xy A’ + (y* +2x2) A%
Par identification, on a

2 =1 r = +1

1

2zy =1 < y:i%.
2 +2r2=0 z =S

Soit deux solutions : (z,y,2) € {(1,3, ), (-1, 55, §)}-

9) De la méme facon, aprés avoir vérifié la commutativité, on résout

x? =0
2vy =1
Y2 +2x2 =0

qui n’a pas de solution.

Exercice 8.
1) On calcule le polynéme caractéristique :

10 Thierry Sageaux
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X+1 1 ) X-1 1 )
xa(X)=| -1 X-2 1 = 0 X -2 1 | =
2 1 X—3 99t ) x 1 1 x-—3
1 0 —9 . )
— X-2 1 = — — Tl = (X —-13(X —2).
(X —1)]0 s o (X —1)(X 2)‘1 X_3‘ (X —1)2(X —2)

1 0 X -3

Donc Spec(A) = {1;2}.
2) On trouve V; = Vect((1,0,1)) et Vo = Vect((1,—1,1)).
3) Elle ne est pas car dim V5 = 1 alors que la valeur propre est de multiplicité algébrique 2.
4) On pose w = (,¥, z), on doit donc résoudre

—r—y+2z =142
9y 422 =1
{m+2y—z =y & { xx+yy_+zzzo s (r,y,2)=(z,l,z+1)

—2x—y+3z=1+=2

On peut prendre w = (0,1,1)
5) On calcule le déterminant :

_ =
=
— O
=)
I
—_
N
o

_ = O

20
6) On trouve A’ = [0 1
0 0

7) 1l ’agit d’une décomposition de Dunford. On utilise la trigonalisation précédente en prenant A’ =

2 00 0 00
D+CavecD=|0 1 0)etC=|0 0 1] quiestnilpotente d’ordre 2.
0 0 1 0 00

En utilisant le changement de base réciproque, on trouve bien deux matrices A = PA'P~! =
PDP~'4+ PNP~! 1l suffit de vérifier que N2 = PCP'PCP~! = PC?P~! = O3 et BN =
—_——  S~——

B N
PDP~1PCP~!' = PDCP~!=PCDP~! = NB car C et D commutent (la seconde est diagonale).

Exercice 9.
1) Par télescopage, Q — Q' = P — P("+t1) = P car P est de degré n.

2) Onah/(z) = Q' (x)e "—Q(x)e * = —P(z)e ™. Or/ P(t)e~'dt est la primitive de z — P(z)e™?
0

xT
qui s’annule en 0. Donc on a bien l'existence d’une constante C telle que Q(x) = —e“"/ P(t)e dt +
0

Ce”.
3) Pourquoi g alors qu’elle s’appelait h & la question précédente ?

Bref, on utilise lim r _yp pour arriver & lim g(z) = 0.
z—+4o0 e® T—+00
+o0 t+oo
4) Donc 0 = liIJIrl Q(x)e ™™ = — P(t)e tdt +C et C = / P(t)e tdt.

+oo
5) On trouve alors g(x) = / P(t)e 'dt > 0, donc Q(z)e™* > 0 et Q(z) > 0.

x
Exercice 10.
1) La loi de X est géométrique sur N*, de parameétre p = 3. Donc Py(X = k) = ¢""'p = . Do

Pespérance E(X) =+ =2et V(X) = % =2.
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k—1
2) a) On a clairement (X > k) = A;. Et comme p(A;) = 24%1 et que les événements sont indépen-
i=1
k—1
dants, on trouve donc Po(X > k) = [] 77 = -
b) Donc Po(X = k) = Po(X 2 k) = Po(X 2 k+ 1) = 7 — 1y = g
¢) 1l suffit de vérifier que la somme des probabilités donne bien 1 :
N Nk Nok4+1 N1 No1oONL o 1
P(X =k = = -y = - _ R
D A N e} A DN ) R DR ) [l O R P75 ¢ ]
—+oo
Donc > P(X = k) =1 en passant a la limite.
k=1
N Nook? N kk+1) -k X 1
d) On doit calculer lalimitede > kPy(X = k) = = = —
) 1;::1 ( 1;::1 (k+1)! kzzjl (k+1)! kz::I (k—1)!
N k
1;::1 (] Et a la limite, cela donne E(X) = .
Pour la variance, on a besoin du moment d’ordre 2 :
too  p3 too (k—Dk(k+1)+k <X 1 Xk
X =2 v — & (k+1)! g;w—Qﬂ g;w+m! ‘
e =1

D’oit la variance : V(X) =e+1— (e —1)? = .
3) a) De la méme fagon que précédemment, on utilise les événements B; qui correspondent aux
événements "on obtient une boule rouge au i-iéme tirage". Pour k € N\{0}, on a ’événement

k—1 .
(X > k) = () Bi. Et comme p(B;) = ;77 et que les événements sont indépendants, on trouve
i=1
k=1 )
donc P3(X > k) = ‘]:[1 4w
1On a donc pour tout k € N\{0}, ona P3(X = k) =P3(X > k) - P3(X > k+1) =1 — kil =
EGR+D)
b) L d tel Sl 1 1
a somme donne un télescopage : ——— )=
Page s 2 \k T k11
N k N1
c) L’espérance est la limite de = qui diverge en tant que série harmonique.

= k(k+1) 2 k+1

—DOO—
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